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Доказаны теоремы о распределении абсолютных значений тригономет-
рической суммы с лакунарной последовательностью натуральных чисел
на коротких интервалах.
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ON THE DISTRIBUTION OF ABSOLUTE
VALUES OF THE TRIGONOMETRIC
SUM ON SHORT INTERVALS
I. S. Timergaliev, R. N. Boyarinov (Moscow)
Abstract
The theorems on the distribution of absolute values of the trigonometric
sum with lacunary sequence of natural numbers on short intervals are proved.
Keywords: triginometric sums, short intervals, values distribution, lacunary
sequence.
В работах [1]—[4] изучается распределение абсолютных значений тригоно-
метрической суммы вида S(α) =
∑
x≤P
e2πiαFx , где Fx— лакунарная последова-
тельность натуральных чисел.
Настоящая работа посвящена изучению распределения значений величины
|S(α)| на коротких интервалах.
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Рассмотрим
1∫
0
∣∣∣∣∣∑
x≤P
e2πiαFx
∣∣∣∣∣
2k
e−2πimαdα,
где Fx — лакунарная последовательность, то есть
Fx+1
Fx
≥ β > 1; Fx, m ∈ Z и
существует такое A > 0, что Fx ≤ Aβx.
Из соотношения
1∫
0
e2πiαn dα =
{
1, если n = 0;
0, если n — целое,n 6= 0
следует, что
1∫
0
∣∣∣∣∣∑
x≤P
e2πiαFx
∣∣∣∣∣
2k
e−2πimαdα =
=
1∫
0
∑
x1,...,xk,y1,...,yk≤P
e2πiα(Fx1+...+Fxk−Fy1−...−Fyk−m)dα = Tm,
где Tm — количество решений уравнения Fx1 + . . .+ Fxk = Fy1 + . . .+ Fyk +m.
Следуя М.П. Минееву, назовем систему чисел x1, . . . , xk основной, если при
i 6= j |xi − xj | ≥ T, где T —некоторое натуральное число. В противном случае
система x1, . . . , xk называется вспомогательной.
В дальнейших рассуждениях нам понадобится следующая лемма
Лемма 1. Пусть N, k,m1, . . . , mk — натуральные числа, а Fx — последова-
тельность натуральных чисел такая, что Fx+1
Fx
≥ β > 1. Тогда для количества
решений rk(N) уравнения N = m1Fx1+ . . .+mkFxk в целых числах x1, . . . , xk ≥ 1
справедлива следующая оценка rk(N) ≤ ckk!, где c = ββ−1 .
Доказательство см. в ([1], [2] стр. 16).
Верна следующая теорема
Теорема 1. Пусть Fx — лакунарная последовательность натуральных
чисел такая, что Fx+1
Fx
≥ β > 1, Fx ≤ Aβx, k — фиксированное натуральное
число, P — растущее натуральное число, Tm — количество решений диофан-
това уравнения
Fx1 + . . .+ Fxk = Fy1 + . . .+ Fyk +m (1)
в целых числах 1 ≤ xi, yj ≤ P. Тогда верно следующее неравенство
Tm ≤ (2γ + 1)ckk!P k−1 + 2ckk!C2kTP k−1,
где γ =
[
ln
(
c2
c1
)
lnβ
]
+1, c = β
β−1 , c1 =
1
2A
, c2 =
β
κF1
, κ = 1
2
(
1− 1
β
)
и T =
[
ln( 4ββ−1)
lnβ
]
+1.
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Доказательство. Без ограничения общности можно считать, что m > 0.
Сначала рассмотрим вспомогательные системы чисел y1, . . . yk. Ясно, что
таких систем будет не более C2kP
k−1T . Из леммы 1 следует, что количество
решений уравнения (1), в которых либо система y1, . . . yk, либо система x1, . . . xk
является вспомогательной, либо вспомогательными являются обе системы, не
превзойдет 2ckk!C2kTP
k−1.
Рассмотрим основные системы y1, . . . yk и x1, . . . xk. Будем считать, что
они упорядочены по убыванию: x1 ≥ x2 ≥ . . . ≥ xk и y1 ≥ y2 ≥ . . . ≥ yk.
Следовательно верны неравенства
xs ≤ x1 − (s− 1)T, ys ≤ y1 − (s− 1)T, 1 ≤ s ≤ k.
В силу неравенства Fx+1
Fx
≥ β > 1, получаем, что
Fxs
Fx1
≤ 1
β(s−1)T
,
Fys
Fy1
≤ 1
β(s−1)T
(2)
при 1 ≤ s ≤ k.
Запишем уравнение (1) в следующем виде
Fx1
(
1 +
Fx2
Fx1
+ . . .+
Fxk
Fx1
)
= Fy1
(
1 +
Fy2
Fy1
+ . . .+
Fyk
Fy1
)
+m.
Без ограничения общности будем считать, что x1 > y1, то есть x1 ≥ y1 + 1.
Перепишем уравнение в следующем виде:
Fx1
(
1 +
Fx2
Fx1
+ . . .+
Fxk
Fx1
− Fy1
Fx1
− Fy1
Fx1
(
Fy2
Fy1
+ . . .+
Fyk
Fy1
))
= m.
Обозначим H = 1 + Fx2
Fx1
+ . . .+
Fxk
Fx1
− Fy1
Fx1
− Fy1
Fx1
(
Fy2
Fy1
+ . . .+
Fyk
Fy1
)
. Оценим H .
С учетом неравенств (2) можно записать:
H ≤ 1 + 1
βT
+ . . .+
1
βkT
≤ 1 + 1
βT
· 1
1− 1
βT
= 1 +
1
βT − 1 .
То есть H ≤ 2, если βT ≥ 2.
С другой стороны,
H ≥ 1− 1
β
− 1
β
(
1
βT
+ . . .+
1
βkT
)
≥ 1− 1
β
− 1
βT − 1 .
При βT > 4β
β−1 > 2 имеем
1
βT−1 =
1
βT
1
1− 1
βT
≤ β−1
4β
2 = β−1
2β
. То есть H ≥ 1− 1
β
− β−1
2β
=
1
2
(
1− 1
β
)
= κ. Таким образом, при T >
ln( 4ββ−1)
lnβ
получаем 0 < κ ≤ H ≤ 2.
Поскольку Fx1 =
m
H
, то m
2
≤ Fx1 ≤ mκ . Так как Fx1 ≤ Aβx1, то m2A ≤ βx1.
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С другой стороны F1
β
βx1 ≤ Fx1. Отсюда имеем, что βx1 ≤ mβκF1 . Обозначим
c1 =
1
2A
и c2 =
β
κF1
. Таким образом mc1 ≤ βx1 ≤ mc2. Прологарифмировав и
разделив на ln β, получим
ln(mc1)
lnβ
≤ x1 ≤ ln(mc2)
ln β
.
Таким образом, количество возможных значений x1 можно оценить следующим
образом
#{x1} ≤

 ln
(
c2
c1
)
ln β

+ 1 = γ.
Из леммы 1 следует, что количество решений уравнения (1) в которых систе-
мы y1, . . . yk и x1, . . . xk является основными и x1 > y1 не превзойдет ckk!γP k−1.
Очевидно, что для случая x1 < y1 оценка аналогична. Рассмотрим случай, когда
x1 = y1. Тогда уравнение (1) принимает вид
Fx2 + . . .+ Fxk = Fy2 + . . .+ Fyk +m.
Т.к. количество наборов y2, . . . , yk не превосходит P k−1, то из леммы 1 следует,
что количество решений такого уравнения не превосходит ck−1(k − 1)!P k−1.
Таким образом, для количества решений Tm уравнения (1) получаем
Tm ≤ (2γ + 1)ckk!P k−1 + 2ckk!C2kTP k−1.
Теорема доказана.
Далее рассмотрим следующий интеграл
Ja,b =
b∫
a
∣∣∣∣∣∑
x≤P
e2πiαFx
∣∣∣∣∣
2k
dα.
Напомним, что характеристической функцией χ интервала (a, b) называется
следующая функция
χ(α) = χa,b(α) =


1, если α ∈ (a, b);
1
2
, если α = a или α = b ;
0, иначе.
В [5] было показано, что
χa,b(α) = b− a+
∑
0<|m|≤N
ame
2πimα +RN .
Причем для остатка RN верно неравенство
|RN | ≤ ψN (b− α) + ψN (a− α),
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где ψN (x) = 4/
√
1 +N2 sin2 πx и коэффициенты Фурье функции ψN (x) оцени-
ваются следующим образом |cm| ≤ (πN)−1 (4 + lnN) e−|m|/N .
Положим M = [N lnN ]. Тогда функцию ψN можно представить в виде
ψN (α) =
∑
0<|m|≤M
cme
2πimα + c0 +
∑
M<|m|
cme
2πimα.
Оценим
(
c0 +
∑
M<|m|
cme
2πimα
)
:
∣∣∣∣∣∣c0 +
∑
M<|m|
cme
2πimα
∣∣∣∣∣∣ ≤ 4 + lnNπN + 4 + lnNπN
∣∣∣∣∣∣
∑
M<|m|
e−
|m|
N
∣∣∣∣∣∣ =
=
4 + lnN
πN
+ 2
4 + lnN
πN
∑
M<m
e−
m
N =
4 + lnN
πN
+ 2
4 + lnN
πN
e−
M+1
N
1
1− e− 1N ≤
≤ 4 + lnN
πN
+ 2
4 + lnN
πN
e−
N lnN
N 2N ≤ 4 + lnN
πN
+ 4
4 + lnN
πN
≤ 2 lnN
N
,
начиная с некоторого N0. То есть начиная с некоторого N0 функцию ψN (x)
можно представить в виде
ψN(α) =
∑
0<|m|≤M
cme
2πimα + 2θ1
lnN
N
,
где |θ1| ≤ 1.
В дальнейших рассуждениях будем использовать следующую теорему
Теорема 2. ([2], стр. 19) Пусть Fx — последовательность натуральных
чисел такая, что Fx+1
Fx
≥ β > 1, k — фиксированное натуральное число, P —
растущее натуральное число, Ak(P ) — количество решений диофантова урав-
нения
Fx1 + . . .+ Fxk = Fy1 + . . .+ Fyk
в целых числах 1 ≤ xi, yj ≤ P. Тогда при 2k2T ≤ P и T =
[
ln( 4ββ−1)
lnβ
]
+ 1
Ak(P ) = k!P
k + θ2ck0k!TP
k−1,
где |θ| ≤ 1, c0 = 2ββ−1 .
Верна следующая теорема.
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Теорема 3. Пусть Fx — последовательность натуральных чисел такая,
что Fx+1
Fx
≥ β > 1, k — фиксированное натуральное число, P — растущее
натуральное число. Тогда при 2k2T ≤ P и b− a ≥ lnP
P
имеет место равенство
Ja,b = (b− a)k!P k + (b− a)θ2ck0k!TP k−1+
+4θ2
(
(2γ + 1)ckk!P k−1 + 2ckk!C2kTP
k−1) lnP + 4θ1 lnPckk!P k−1,
где |θ| ≤ 1, |θ1| ≤ 1, |θ2| ≤ 1, c0 = 2ββ−1 , c = ββ−1 , T =
[
ln( 4ββ−1)
lnβ
]
+ 1.
Доказательство. Можно записать, что
Ja,b =
b∫
a
∣∣∣∣∣∑
x≤P
e2πiαFx
∣∣∣∣∣
2k
dα =
1∫
0
∣∣∣∣∣∑
x≤P
e2πiαFx
∣∣∣∣∣
2k
χ(α) dα =
= (b− a)
1∫
0
∣∣∣∣∣∑
x≤P
e2πiαFx
∣∣∣∣∣
2k
dα +
∑
0<|m|≤N
am
1∫
0
∣∣∣∣∣∑
x≤P
e2πiαFx
∣∣∣∣∣
2k
e2πimα dα+
+
1∫
0
∣∣∣∣∣∑
x≤P
e2πiαFx
∣∣∣∣∣
2k
RN dα.
Поскольку
1∫
0
∣∣∣∣∣ ∑x≤P e2πiαFx
∣∣∣∣∣
2k
dα = Ak(P ), то
Ja,b = (b− a)(k!P k + θ2ck0k!TP k−1) +
∑
0<|m|≤N
amTm +
1∫
0
∣∣∣∣∣∑
x≤P
e2πiαFx
∣∣∣∣∣
2k
RN dα.
Оценим
∣∣∣∣∣ ∑0<|m|≤N amTm
∣∣∣∣∣ . Обозначим D = (2γ + 1)ckk!P k−1 + 2ckk!C2kTP k−1.
Так как Tm ≤ D, то
∣∣∣∣∣ ∑0<|m|≤N amTm
∣∣∣∣∣ ≤ 2D N∑m=1 |am|.
Поскольку |am| ≤ min
(
b− a, 1
π|m|
)
, то
N∑
m=1
|am| ≤ min
(
(b− a)N, lnN
π
)
. При
b−a ≥ lnN
N
имеем min
(
(b− a)N, lnN
π
)
= lnN
π
, и соответственно
∣∣∣∣∣ ∑0<|m|≤N amTm
∣∣∣∣∣ ≤
2D lnN .
Оценим последнее слагаемое∣∣∣∣∣∣
1∫
0
∣∣∣∣∣∑
x≤P
e2πiαFx
∣∣∣∣∣
2k
RN dα
∣∣∣∣∣∣ ≤
1∫
0
(ψN(b− α) + ψN (a− α))
∣∣∣∣∣∑
x≤P
e2πiαFx
∣∣∣∣∣
2k
dα =
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=
1∫
0

 ∑
0<|m|≤M
cme
2πim(b−α) +
∑
0<|m|≤M
cme
2πim(a−α) + 4θ1
lnN
N

∣∣∣∣∣∑
x≤P
e2πiαFx
∣∣∣∣∣
2k
dα =
=
∑
0<|m|≤M
cme
2πimb
1∫
0
∣∣∣∣∣∑
x≤P
e2πiαFx
∣∣∣∣∣
2k
e−2πimα dα+
+
∑
0<|m|≤M
cme
2πima
1∫
0
∣∣∣∣∣∑
x≤P
e2πiαFx
∣∣∣∣∣
2k
e−2πimα dα +
1∫
0
∣∣∣∣∣∑
x≤P
e2πiαFx
∣∣∣∣∣
2k
4θ1
lnN
N
dα =
=
∑
0<|m|≤M
Tmcme
2πimb +
∑
0<|m|≤M
Tmcme
2πima + 4θ1
lnN
N
ckk!P k.
Оценим
∑
0<|m|≤M
Tmcme
2πimb:
∣∣∣∣∣∣
∑
0<|m|≤M
Tmcme
2πimb
∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
0<|m|≤M
D
∣∣cme2πimb∣∣ = D ∑
0<|m|≤M
|cm| ≤
≤ D
∑
0<|m|≤M
(πN)−1 (4 + lnN) e−|m|/N = D2
4 + lnN
πN
∑
0<m≤[N lnN ]
e−m/N ≤
≤ D24 + lnN
πN
N ≤ D lnN.
Аналогично можно оценить
∑
0<|m|≤M
Tmcme
2πima.
Получаем, что когда длина отрезка b− a ≥ lnN
N
, можно записать, что
Ja,b = (b− a)k!P k + (b− a)θ2ck0k!TP k−1 + 4θ2D lnN + 4θ1
lnN
N
ckk!P k.
Положим N = P :
Ja,b = (b− a)k!P k + (b− a)θ2ck0k!TP k−1+
+4θ2
(
(2γ + 1)ckk!P k−1 + 2ckk!C2kTP
k−1) lnP + 4θ1 lnPckk!P k−1.
Теорема доказана.
Следствие 1. Если b − a ≥ lnP
P 1−ε , где 0 < ε < 1 и 2k
2T ≤ P, то имеет
место равенство
Ja,b = (b− a)k!P k
(
1 + θ
14ck(2γ + 1)kT
P ε
)
,
где |θ| ≤ 1.
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Доказательство. Заметим, что c0 =
2β
β−1 = 2c. А так как 2C
2
k < 2
k <
(2γ + 1)k, то
(2γ + 1)ckk!P k−1 + 2ckk!C2kTP
k−1 ≤ (2γ + 1)kckk!P k−1 + (2γ + 1)kckk!TP k−1 ≤
≤ 2(2γ + 1)kckk!TP k−1.
При этом очевидно, что ckk!P k−1 ≤ (2γ + 1)kckk!TP k−1 и (b − a)2ck0k!TP k−1 ≤
2(2γ + 1)kckk!TP k−1 lnP . Таким образом, имеет место равенство
Ja,b = (b− a)k!P k + θ2(2γ + 1)kckk!TP k−1 lnP + θ28(2γ + 1)kckk!TP k−1 lnP+
+θ14(2γ + 1)
kckk!TP k−1 lnP = (b− a)k!P k
(
1 + θ
14ck(2γ + 1)kT lnP
(b− a)P
)
.
С учетом того, что b− a ≥ lnP
P 1−ε получаем требуемое утверждение.
Следствие 2. При b− a ≥ lnP
P
имеет место следующее неравенство
Ja,b ≤ (b− a)ck0k!P k (4γ + 4T + 5) ,
Доказательство. Из леммы 1 следует, что Ak(P ) ≤ ckk!P k
Так как lnP ≤ (b− a)P и 2C2k < 2k, то(
(2γ + 1)ckk!P k−1 + 2ckk!C2kTP
k−1) lnP ≤ (b− a)ckk!P k ((2γ + 1) + 2kT ) ≤
≤ (b− a)(2c)kk!P k
(
γ +
1
2
+ T
)
и lnPckk!P k−1 ≤ (b− a) ck0
2k
k!P k. Итого:
Ja,b ≤ (b− a)ck0k!P k
(
1
2
+ 4γ + 2 + 4T + 2
)
.
Оценим меру µ больших значений суммы SP (α) =
∑
x≤P
e2πiαFx . µ = ν
b−a , где
ν = mes{α ∈ (a; b) : |SP (α)| ≥ λ
√
P} — мера α, для которых выполняется
неравенство в скобках.
Теорема 4. Для меры µ больших значений суммы SP (α) верно неравенс-
тво
µ < 3(4γ + 4T + 5) · e− λ
2
c0e ,
где c0 =
2β
β−1 , γ — из теоремы 1 и T =
[
ln( 4ββ−1)
lnβ
]
+ 1.
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Доказательство. Очевидно, что при λ >
√
P будет верно, что ν = 0.
Поэтому можно считать, что λ ≤ √P . Рассмотрим λ ≥ √c0e. Тогда
ν
b− aλ
2kP k =
ν
b− a(λ
√
P )2k ≤ 1
b− a
b∫
a
|SP (α)|2k ≤ 1
b− aJa,b ≤
≤ ck0k!P k (4γ + 4T + 5) ,
откуда следует, что µ ≤ (4γ + 4T + 5) ( c0k
λ2
)k
Для k =
[
λ2
c0e
]
верны неравенства λ
2
c0e
− 1 < k ≤ λ2
c0e
. С учетом данных нера-
венств получаем:
µ ≤ (4γ + 4T + 5) · e−k < (4γ + 4T + 5) · e · e− λ
2
c0e < 3(4γ + 4T + 5) · e− λ
2
c0e .
Если λ <
√
c0e, то воспользуемся тривиальной оценкой µ ≤ 1. При таких λ
верно, что 1 ≤ 3(4γ+4T+5)
e
≤ 3(4γ + 4T + 5)e− λ
2
c0e . Теорема доказана.
Положим SP (α) =
∑
x≤P
e2πiαFx. Рассмотрим случайную величину ξ =
∣∣∣SP (α)√
P
∣∣∣.
Теорема 5. Если длина отрезка b− a ≥ lnP
P 1−ε , где 0 < ε < 1, то найдется
такое P0, что для любого P > P0 справедливо равенство
FP (α) = 1− e−α2 +Rp, |RP | ≤ 1620
√
2η ln lnP√
ε lnP
,
где FP (α) — функция распределения величины ξ, η = 3 ln (c(2γ + 1)) и c— конс-
танта из теоремы 2.
Доказательство. Рассмотрим момент порядка 2k рассматриваемой слу-
чайной величины.
Mξ2k =
1
P k
· 1
b− a
1∫
0
|SP (α)|2k dα = 1
P k
· 1
b− aJa,b.
Воспользуемся следствием 1, получаем:
Mξ2k = k!
(
1 + θ
14ck(2γ + 1)kT
P ε
)
= k!
(
1 +
θ
f(P )
)
,
где f(P ) = P
ε
14ck(2γ+1)kT
и равенство верно для всех k из промежутка 1 ≤ k ≤√
P
2T
.
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Заметим, что при 1 ≤ k ≤ ε
3 ln (c(2γ+1))
lnP верно, что ck(2γ + 1)k ≤ P ε/3, а
значит начиная с некоторого P1 верно, что f(P ) ≥ P ε/2. Таким образом, при
1 ≤ k ≤ ε
3 ln (c(2γ+1))
lnP имеем, что
Mξ2k = k!
(
1 +
θ
P ε/2
)
,
где |θ| ≤ 1.
Заметим, что начиная с некоторого P2 верны неравенства[
1
η
lnP ε/2
]
+ 1 =
[
ε
2η
lnP
]
+ 1 ≤ ε
η
lnP.
Таким образом для всех P > P0 = max(P1, P2) выполняются условия следствия
1 теоремы 1 из [6] , откуда и следует утверждение теоремы.
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